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�� はじめに
地球上の大気には、有限の水蒸気が含まれており、大気循環、雲や雨の形成に重要な役割を果たしてい
る。さらに自然現象の中でも、たとえば竜巻や台風などは地球規模の渦を形成し、かつ渦中に凝縮（雲）
を観察することができる。水蒸気は凝縮すると潜熱を放出する。この潜熱が自然現象に多大なる影響を
与えていることが示唆されるが、これら大規模渦への凝縮の影響については未だよくわかっていないし、
数値計算例も見当たらない。流体機械内部ならびに航空機周りにおいても、凝縮により潜熱が放出され
る場合がある。蒸気タービンが前者、飛行機雲が後者の典型的な例として上げられる。航空機翼周りの
凝縮現象は、これまで風洞実験を中心に行われている。この場合、超音速域の急激な空気の膨張に伴っ
て、大気中の水蒸気の過度の過冷却状態により発生した、いわゆる非平衡凝縮、またそれに伴って発生
する凝縮衝撃波の観察が主となっている。風洞内における凝縮は、風洞スケールによる制約から均一核
生成に支配されていることが知られている。均一核生成は、固有の核を持たない純粋な水蒸気のみによ
る凝縮の初生を支配しており、相対湿度が ���％をはるかに超えないと凝縮しない。しかしながら、いっ
たん凝縮が始まると凝縮核は急激に成長する。したがって、均一核生成による凝縮は、流れの条件に極
めて敏感であることが示唆される。一方、実際の航空機翼周りに発生する凝縮は、不均一核生成により
支配されていることがすでに知られている。この場合、ある固有の物質が核となり凝縮の初生を支配し
ている。たとえば、大気中のすす、	
�、�
�やこれらから化学反応により生成された硝酸・硫酸エア
ロゾルなどの微小な浮遊粒子が核となり、その核の周りに凝縮による液相が生成される。これらによる
凝縮の初生はそれぞれ異なってくることが予想されるが、不均一核生成のメカニズム自体いまだほとん
ど解明されていない。いずれにせよ、風洞内で実験された均一核生成が支配的な非平衡凝縮が、実際の
凝縮と異なってくることから、風洞実験による航空機翼周りの正確な凝縮の計測には限界があると考え
られる。
水蒸気もしくは湿度を考慮した高速風洞やノズル内流れの研究は、
������ ��� �������� ����������

�������� ������� ��� ���� ����!����� 
�"#� ��� $�%���&�� '�� ��� ��������(�らにより報告されて
いる。風洞やノズル内流れにおいては、均一核生成ならびに非平衡凝縮が支配的であるとされ、凝縮に
伴い放出される潜熱による急激な温度上昇から、圧力も上昇し、非平衡凝縮特有のいわゆる凝縮衝撃波
が発生することが知られている。
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�++����らは凝縮を伴う遷音速蒸気タービン翼列流れの研究を報告した。前三者のグループでは、流れ
はオイラー方程式を解いて求め、均一核生成に伴って発生した液滴の成長は、流れの流線に沿って積分
することにより求められた。一方、�������らのグループ �!�����(�では、凝縮液滴の成長は微分方程式で
近似的に記述され時間進行法によりオイラー方程式と連立して解かれた。./�"0���ら ����は、気液二相
流中を伝播する音速を新たに定式化し、高解像差分スキームを用いて蒸気タービン翼列の非定常遷音速
粘性流れを計算した。液滴の成長は、液滴の数密度を関数にした式で近似され、さらにこの数密度を未
知変数とした保存式がナビエ・ストークス方程式と同時に時間進行法により解かれた。
一方、航空機周りの凝縮、いわゆる飛行機雲の研究については、1� 2+���ら ����が、各種飛行機雲

の写真を集めて論文として発表している。航空機の性能という点から見ると、飛行機雲の発生はあまり
好ましくなく、揚抗比の減少や不安定振動の原因であることもすでに知られていることである。航空機
翼周りの流れの数値計算はすでに数多く行われており、三次元圧縮性ナビエ・ストークス方程式が一般

�



的に解かれている。しかしながら、そのほとんどが乾燥空気を仮定しており、いわゆる相対湿度 �3の
空気が対象となっていることになる。したがって、たとえば上記のような高湿度中を航行する航空機周
りの流れを正確に計算することはできない。
航空機翼周りに発生する非平衡凝縮は、�������らのグループ �!����が、非粘性ならびに風洞環境を仮
定して数値計算している。また、.�"4�ら ��!�は、	'1'����翼周りの二次元遷音速粘性流れを、また
$� � �#�ら ����は、
	-5' �&翼周りの三次元遷音速粘性流れを風洞環境を仮定して数値計算し、
さらに、風洞環境のみならず不均一核生成が支配的な実際の大気環境条件を模擬してデルタ翼周りに発
生する大規模渦中の凝縮を数値計算し、凝縮の初生がこれら条件や主流の速度を変化させることにより
どのような影響を受けるのかについて比較検討している ��&�。
本資料にはまず、これまでに開発してきた非平衡凝縮を伴った流れを数値計算するための基礎方程式なら

びに数値解法を示す。さらに、本計算コードを非圧縮性流れにも適用できるよう前処理法 67������"#"��"��
 �#���8の導入についても紹介する。

主な記号

� 9 音速
� 9 単位体積当たりの岐点内部エネルギ

9 : �6�; ����� ����8
��� 9 測度: ��� � ���
	 9 単位行列

 9 ヤコビアン
� 9 熱伝導率
� 9 液滴の数密度

 9 静圧
�� 9 レイノルズ数
� 9 平均液滴半径
� 9 静温度
� 9 絶対速度ベクトル :� ; � � �
�� 9 絶対速度の周方向成分
�� 9 相対流れの反変速度成分
� 9 相対速度ベクトル
�� 9 相対速度のデカルト座標成分

� 9 液相の質量分率
< 9 液相の質量生成率
� 9 比熱比
=� 9 時間間隔
� 9 比内部エネルギ
� 9 分子粘性係数
�� 9 一般曲線座標系
� 9 密度
��� 9 粘性応力テンソルのデカルト座標成分
添字
� 9 乾燥空気
� 9 蒸気
� 9 気相
� 9 液相
� 9 二相流体
� 9 飽和状態
� 9 �時間ステップ
;�� 9 正または負の方向に伝播する波

�� 基礎方程式
非平衡凝縮を伴う圧縮性湿り空気流れの支配方程式には、均質流を仮定した質量、運動量、エネルギー
保存式に、新たに蒸気の質量、液滴の質量および液滴の数密度の保存式が加えられる。また、乱流を考
慮するために、低レイノルズ数型 � � �モデルを場合により導入する。さらに、動翼列流れを計算する
ためには遠心力>コリオリ力が考慮できる相対流れの座標系に変換した基礎方程式を解く必要がある。最
終的に一般曲線座標系で表された相対座標系の三次元基礎方程式は次のように記述される。
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変換のためのヤコビアン 
、相対流れの反変速度成分��、粘性応力テンソル ���は、
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� � �モデルにおける &�� &�� '�� '� ならびに渦粘性係数 ��は以下のように定義される ��(�。
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�� 湿り空気の状態方程式と音速
高速の湿り空気流れ、もしくは蒸気タービン内の湿り蒸気流れでは、� . �/�であると仮定できる。本
研究では、この仮定に基づき近似した次式の状態方程式を用いる ����。
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ここで、��、��および ��はそれぞれ、乾燥空気、蒸気および気相の密度、��、1�および1�は、?�"@��/��
A�/ 1��/#��#、空気の分子量、蒸気の分子量である。+	
ならび 0�
は、水と気相の定圧比熱ならびに
生成エンタルピーを質量分率 �で次式のように線形結合することにより求められる。
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また湿り空気の密度は液相の質量分率 �を用いれば、
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もしくはボイド率 2を用いれば、

� : 2�� ; 6�� 28�

音速は次式のように近似される。
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また、粘性係数 �も水と気相の粘性係数 �
� ��をボイド率 2により線形結合した次式を用いる。

� : 2�� ; 6�� 28�

�� 非平衡凝縮モデル
非平衡凝縮における液相の質量生成率 <は、古典凝縮論に基づいて、凝縮核生成と液滴の成長による
質量増加の和で表される。さらに石坂らは液滴の成長を液滴の数密度を関数にした式で近似した ����。
すなわち、

< :
!

�
4�
	�

�
� ; !4�
��

� -�

-�
6!8

ここで、	は均一核生成に伴う凝縮核生成率で、B����������により定式化された次式を用いる。
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ただし、5�、&、�、ならびに �はそれぞれ、凝縮係数、液滴の表面張力、水の分子量、そしてボルツマ
ン定数。��は C��@"����� ���#0の凝縮核臨界半径で次式により計算する。
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ここで、� : 
�
�6� 8は過飽和蒸気圧率で、
�6� 8は飽和蒸気圧。�個の液滴の成長率 -��-�は ���#0�

C�%�/�� モデルにより与える。

�� 高解像差分スキーム
基礎方程式 6�8についても、既存の差分スキームをほぼそのまま適用することができると言える。む

しろ、理想気体の場合同様に、タービン静動翼列流れのような非定常空力干渉を伴う流れ問題を精度良
く数値解析するためには、離散化の精度をできるだけ上げる必要がある。ここでは、非定常衝撃波干渉
流れを捕獲するために著者らが提案している高解像差分スキームを用いて基礎方程式 6�8を離散化する
方法を紹介する。この方法は以下の組み合わせから構成される。
�8 未知変数の高次補間に４次精度 1� 2��# �?�1D *E�6!#�1�8スキーム ��,�。
�8 対流項の離散化に修正流束分離法もしくは流束差分離法 ����。
�8 時間積分に時間最大 �次精度の対角化近似因子化法 ����もしくは D?��A�スキーム ����。

��� 修正流束分離法
ここで用いる流束分離法は、�#�����
�� "�� BE�����に基づく方法で、境界層の計算が精度良くで
きるよう著者らが改良したものである。まず、一般曲線座標系で表された圧縮性ナビエ・ストークス方
程式の対流項、すなわち流束ベクトルは次のような数値流束に離散化される。
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ここで、6�� 6( : �� �� �8はヤコビ行列で、特性速度 6固有値8の符号により分離される。 
���� は !#�1�

スキームにより物理変数が外挿される。最終的に 66�� 8
���� 
� は、次のようなサブベクトルの和で記

述される。
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ただし、1 は 6 : 6����で 86�8を意味し、
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# : 6�; 
8��� 9� : ������� G� : � � �。オーバーラインの付いた変数には平均化操作がなされる。

��� 流束差分離法
5��の近似リーマン解法 ��!�に基づく流束差分離法をベクトル形で導出すると、数値流束 6!�8
����は
次式で表される。
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� 66�8
���� �  � 6( : �� �� ��1 : 8��8 は 5��平均を施して次式で計算される。

� 66�8
���� �  � : � F7�� �  � ;
� F7�� �
F3
�
���
F �� ;

� F7�� �
F3�

F �� 6,8

ただし、
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本研究で用いる修正流束分離法と流束差分離法は、基本的に 5��の近似リーマン解法に基づくように
変形されているので、流束差分離法の中心差分の評価にもよるが、ほぼ同一の特徴を持った式となって
いる。
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��� 時間積分

����� 対角化近似因子化法
時間方向最大 �次精度に拡張された対角化近似因子化法に基づく時間積分スキームについて説明する。
近似因子化、対角化、上流化が施されて導出された定常計算のための対角化近似因子化法に、ニュート
ン反復法とクランク・ニコルソン法を組み込むことで時間最大 �次精度に拡張できる。すなわち、
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:� : ��� もしくは �。 ��と�� はそれぞれ前進、後退差分演算子である。��はナビエ・ストークス方
程式の空間微分項 6粘性項も含む8の差分演算子。8�6( : �� �� �8は、非保存形表示された左固有ベクトル
からなる行列、; は保存形から非保存形に変換するための行列。�はニュートン反復の回数で、� : �
のとき、 
 :  �。もし �
�ならば、= 
 
 �、すなわち 
 
  ���で、時間最大 �次精度の
解を得ることができる。

����� D?��A� スキーム
$��� ��� �� �/��により提案された D?��A� スキーム ����にニュートン反復法とクランク・ニコル

ソン法を組み込むことで時間最大 �次精度に拡張できる。すなわち、
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ただし、
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2は経験定数で、2 � �/�。式 6�&86�(8の右辺における非対角項の計算には、式 6(8を使用することがで
きる。

�� 前処理法

&�� 流束分離式
非圧縮性流れの数値計算には、これまで�'1法に基づく方法が一般的に使用されて、食い違い格子
上で運動方程式から導出された圧力のポアソン方程式が解かれた。一方では、圧縮性流れの計算コード
に擬似密度を導入した擬似圧縮性法なども使用されている。1��" ��� ����������は、擬似圧縮性法をさ
らに改良した前処理法を提案している。
�"// ��� � "#���&�は、この方法をさらに一般化した。ここで
は、
�"//らの方法に忠実に一般座標系の三次元圧縮性ナビエ・ストークス方程式の流束から導出され
た流束分離式を示す。

&



いま、 : 
 �� ��� ��� ��� � 5��� とおく。ただし、�5
 5� 5� 5
 5��� : ��� �� �� �� ����

である。 I : 
 �
 �� �� �� � 5����
� とおけば、前処理行列<を用いて、前処理を施した式 6�8は次

式のように変形される。

<� I ��� ; �6 I 8 : <�
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��
" ;# : � 6��8

ただし、
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��������������������

: � � � �� � � � � �

:�� � � � ���� � � � � �

:�� � � � ���� � � � � �

:�� � � � ���� � � � � �

:# � � ��� ��� ��� ��# ; �+	 � � � � �

:� � � � ��� � � � � �

:� � � � �� � � � � � �

:���� � � � ������ � � � � �

:� � � � ��� � � � � �

:� � � � ��� � � � � �

�
��������������������

ただし、:は前処理パラメータで、: : 6��>�
� � �� ��+	8で定義される。5��の近似リーマン解法に基

づく流束差分離式をベクトル形で導出すると、数値流束 6!�8
����は次式で表される。

6!�8
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�
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�
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����8� � 6 I6�8
���� � 6 I �


���� � I �

����8� 6�,8

� 6 I6�8
���� � I � 6( : �� �� ��1 : 8��8 は流束分離形で次式のように導出される。

� 6 I6�8
���� � I � : � I7�� � < I � ;
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I3�
�
���
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I �� 6��8

ただし、
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また、
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 ��� �は、式 6(8で使用しているものとまったく同じものが使用できる。

&�� D?��A� スキーム
D?��A�スキームを前処理法に拡張する。式 6�!8�6�(8に基づき、式を変形すれば、

<<= I �
 : �#"
 ; :�=�=
�6= I �
8 6��8

= I 
 : = I �
 � <��<��:�=�=�6= I 
8 6��8

=�6= I �
8 : 6 I6�
� =

I �
8������� ; 6 I6
�
� =

I �
8������� ; 6 I6
�
� =

I �
8������� 6��8

=�6= I 
8 : 6 I6�� =
I 
8������� ; 6 I6

�

� =
I 
8������� ; 6 I6

�

� =
I 
8������� 6�!8

ただし、

< : 	 ; :�=���6 I6�8 ; �6 I6�8 ; �6 I6�8�

�6 I68 : 2 ���76 I68�

�#"
 : �<6 I 
 � I �8�=�	�6 
8 ; �6 �8
��
式 6��86�!8の右辺における非対角項の計算には、式 6��8を使用する。
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